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1 Rapport du Jury

Les généralités sur les algebres de polynémes a une variable sont supposées connues. Le
bagage théorique permettant de définir corps de rupture et corps de décomposition doit
étre présenté. Ces notions doivent étre illustrées dans différents types de corps (réels, ra-
tionnels, corps finis) ; les corps finis peuvent étre illustrés par des exemples de polyndmes
irréductibles de degré 2, 3, 4 sur Fy ou F3. Il est nécessaire de présenter des criteres d’ir-
réductibilité de polynomes et les polynoémes minimaux de quelques nombres algébriques,
par exemple les polynémes cyclotomiques. Le théoreme de la base téléscopique, ainsi que
les utilisations arithmétiques (utilisation de la divisibilité) que 'on peut en faire dans
I’étude de l'irréductibilité des polyndmes sont incontournables. Des applications du corps
de décomposition doivent étre mentionnées, par exemple en algebre linéaire. Pour aller
plus loin, on peut montrer que ’ensemble des nombres algébriques sur le corps Q des
rationnels est un corps algébriquement clos, s’intéresser aux nombres constructibles a la

regle et au compas, et éventuellement s’aventurer en théorie de Galois.



2 Plan

Dans toute la suite, A désignera un anneau intégre (commutatif), K un corps, et E un

K—espace vectoriel de dimension n € N*.

2.1 Irréductibilité

2.1.1 Définitions et premiéres propriétés

Définition 1 P € A[X]\A sera dit irréductible sur A si P = QR implique Q € A[X]*
ou R e AX]|* = A*.

Remarque 2 L’irréductibilité d’un polynéme est intrinséque a l'anneau A. Par exemple

2X n’est pas irréductible sur Z mais il est irréductible sur Q.

Proposition 3 Soit P € K[X]
1. deg(P) =1 = P est irréductible sur K.
2. Si deg(P) > 1 alors (P irréductible sur K = P est sans racines dans K).
3. Si deg(P) € {2,3} alors (P est irréductible si et seulement si P n'a pas de

racines dans K).

Preuve 1 1. Immédiat en considérant le degré.

2. Si P avait une racine o € K alors X — a|P(X), donc 3Q € K[X] tel que
P = (X —-a)Q(X). Et Q ¢ K* pour des raisons de degré, donc P n’est pas
irréductible sur K.

3. L’implication directe découle du point 2. Concernant limplication réciproque,
si deg(P) = 2, alors comme P n’a pas de racines, si P = QR forcément@
toujours pour des raisons de degré, QQ ou R est de degré 0, c’est-a-dire constant
donc P irréductible sur K.

Si deg(P) = 3, raisonnement analogue.

a. Un polynéme de degré 1, sur un corps, a toujours une racine.

Contre Exemple 4 P = (X2 +1)2 € R[X] n'a pas de racine dans R, mais il n'est pas

irréductible sur R.

Théoréme 5 Si A est factoriel alors A[X] est factoriel.




Preuve 2 ADMISE.

Remarque 6 Ainsi tout polynéme a coefficients dans un anneau factoriel se décompose
de maniére unique (d la multiplication d’une unité prés) en un produit de polynomes irré-
ductibles sur ce méme anneau. Ce qui est 'une des motivations de l’étude des polynémes

irréductibles.

2.1.2 Premiers critéres d’irréductibilité

Dans toute la suite A est supposé étre un anneau factoriel.

Proposition 7 Pour P = Y}_,a, X* € Z[X], si g € Q (avec p et q premiers entre

eux) est une racine de P alors plag et g|ay,.

Preuve 3 g est une racine de P donc anp™ + an_1p" tq+ ...+ apq" = 0 donc qla,p"

et comme ged(p,q) = 1, d’aprés le lemme de Gauss, qla,. Raisonnement analogue

pour plag.

Définition 8 Pour P € A[X], on appelle contenu de P, noté c¢(P), un pged des
coefficients de P (défini donc a multiplication prés d’une unité).
De plus, P sera dit primitif si ¢(P) = 1.

Lemme 9 1. Le produit de deux polynomes primitifs est primitif.

2. VP,Q € A[X\A, ¢(PQ) = ¢(P)c(Q).

Théoréme 10 k = Frac(A)[ Pour P € A[X]\A,
P irréductible sur A <= P irréductible sur k et P primitif.

a. k = Frac(A) désigne le corps des fractions de Panneau intégre A.

Preuve 4 Supposons P irréductible sur A. Alors puisque ¢(P) | P dans A[X], forcé-
ment c¢(P) € A*, dit encore autrement P est primitif. Supposons P = QR ou Q et R
sont deuz polynomes non constants de K[X]. On considére a un ppcm des dénomina-
teurs des coefficients non nuls de Q et R. Dés lors, a’P = (aQ)(aR) = UV (J) ou
U:=aQ € A[X] et V :=aR € A[X].

De plus, on récupére a’c(P) = C(U)C (V). Maintenant on « factorise » U et V par
leur contenu, U = c(U)U; et V = c¢(V)Vi ou Uy, Vi € A[X] et tous deux primitifs.
En reportant dans (8), on obtient a®?P = c(U)U1c(V)Vh = a?c(P)U1 Vi ; et puisque
a € A\{0}, P = ¢(P)U1Vi. Ce qui constitue une contraction avec l'irréductibilité de
P sur A (ABSURDE), car ¢(P)U; et Vi sont tous deuz de degré au moins 1 et dans
AlX].




Réciproquement, supposons que P soir irréductible sur K et primitif sur A. Supposons
P = QR avec Q et R dans A[X]. Q,R € A[X] C K[X], et comme P est irréductible
sur K, ou bien Q € K* ou R € K*. Sans perte de généralité, supposons que @ € K*.
Donc @Q € A\{0}, ainsi Q | ¢(P) dans A. Or P étant primitif, Q € A*. Ainsi P

irréductible sur A.

Exemple 11 Les polynomes irréductibles de Z[X] sur Z sont les polynomes primitifs et

wrréductibles sur Q.

Théoréme 12 (Critére D’Eisenstein) Pour P(X) = Y0, ap X" € A[X] de degré
n > 1, s’il eviste ¢ € A irréductible tel que Vk € {0,....,n — 1},qlag, ¢t a, et gt a3,

alors P est irréductible sur k.

Preuve 5 Si, par l'absurde, P = UV ou U et V ne sont pas constants dans K[X].
Comme dans la preuve précédente, on peut écrire P = RS ou R et S sont dans A[X]
et de degré au moins égal a 1. R(X) = YI_ ;X" et S(X) = > 5=0 ¢; X7 avec donc
r,s > 1 et a, = brcs #0 . Puisque r + s = n, forcément r,s <n — 1.

On introduit l'anneau quotient B = A/(q) qui est intégre car q irréductible donc

premier (A factoriel).

Soit ® : A — B le morphisme surjectif canonique, que l’on étend naturellement
en morphisme surjectif (que l’on continue d’appeler ®) de A[X]| — BI[X]. Il vient
B(P(X)) = io P(0:i) X* x 2250 P(c;) X7.

Comme tous les ®(ay) = 0 (pour k € {0,..n — 1}, car q | ax), on a ®(P(X)) =
®(an)X™. En considérant le terme de degré 0, on récupére que ®(bg)P®(co) = 0, B étant
un anneau intégre, ®(by) = 0ou P(co) = 0. Ils ne peuvent pas étre nuls simultanément
car ag = bocy, ce qui voudrait dire que ¢* | ag. Sans perte de généralité, et pour fizer
les idées, supposons que ®(bg) = 0 et P(co) # 0. Si tous les ®(b;) = 0 alors en
particulier ¢p(by) = 0 et donc ®(a,) = ¢(br)p(cr) =0, ce qui est exclu.

Ainsi il existe un unique i € {0, ...,r—1} tel que ¢(b;) = 0 et ¢(bi+1) # 0 et P(co) # 0,
donc ®(a;41) # 0). Absurde puisque i+1 <1 < n, donc on est censé avoir ®(a;y+1) =
0.

Exemple 13 1. Vn € N, X™ — 2 est irréductible sur Q.
2. X*+1 est irréductible sur Q.

Proposition 14 P € K[X] est irréductible sur K <= K[X]/(P) est un corps.




Preuve 6 Cela vient du fait qu’un anneau quotienté par un idéal est un corps si et
seulement si l'idéal est mazimal. Or comme K[X] est principal, lirréductibilité de P

équivaut a la mazimalité de (P).

Exemple 15 R[X]/(X?+1) est un corps (= C). Il s’agit d’une construction du corps des

nombres complexes.

Théoréme 16 Pour P = Y}_,ap X* € A[X],I un idéal premier de A, si a, ¢ I et

P est irréductible modulo I, alors P irréductible sur k.

Corollaire 17 Un polynome P € Z[X] irréductible modulo un nombre premier est

trréductible sur Q. De plus, si P est unitaire, alors il est irréductible sur Z.

Exemple 18 X3 + 462X? 4 2435X — 57821 est irréductible sur Z.

2.2 Extensions de Corps

2.2.1 Eléments et extensions algébriques

Définition 19 Soit K et I deuz corps. Si K < L, on dira que L est une extension
de K, et on note L/K.

K[X]/(P
Exemple 20 C/R, K(X)/K et [ ]%g/( )

Définition 21 Pour une extension L/K, on appelle degré la dimension de L vu

comme un K-espace vectoriel. On note [L : K].

Théoréme 22 (théoréme de la base téléscopique ) Soit M/L/K, une tour d’ex-
tensions, tel que (e;); soit une K—base de L, et (f;); une LL-base de M, alors (e;f;): ;
est une K-base de M.

Preuve 7 Caractere libre : si Y, ; o jeif; = 0 Alors 32,(32; i jei) fj = 0, comme f;
est une famille libre de M vu comme un L-ev, on a Vj > ;a;e; = 0; comme e; est

une famille libre de I vu comme un K-ev, on a Vj Vi o5, = 0.

Caractére générateur : Pour x € M, z peut s’écrire comme I combinaison linéaire
des f; (car base de Ml vu comme un L-ev), et chaque coefficient de cette combinaison

linéaire s’écrit en K combinaison linéaire des e; (car base de L vu comme un K-ev).




En clair x € M peut s’écrire en K combinaison linéaire des e;f;.

Corollaire 23 Pour M/L/K, une tour d’extensions, on a [M : K] = [M: L][L : K].

(Les quantités peuvent, éventuellement, étre infinies)

Preuve 8 Preuve directe avec le théoréme précédent. Il suffit de compter le cardinal

de la base donnée par le théoréme précédent.

Définition 24 Pour L/K, et A C L, on note K(A) le plus petit sous corps de L
contenant K et A. C’est une extension de K. Si A = {a}, on dit que que K(a)/K est

une extension simple.

Exemple 25 R(i) = C , Q(+v/2)/Q.

0, @ K[X] —
Définition 26 Soit o € L. [X] est un morphisme d’anneaux

P — P(a)
et on note Kla] = Im(6,).
1. « sera dit transcendant sur K si 0, est injective.

2. Sinon « sera dit algébrique sur K. Et dans ce cas, on note Irrg(«) le générateur

unitaire du noyau ker(6y).

Exemple 27 /2 est algébrique sur Q car annulé par le polynome X3 — 2 € Q[X].

Proposition 28 Pour a € L, algébrique sur K
1. K[a] est un corps et K(a) = K[a].
2. deg(Irrg(a)) = [K(o) : K] = [K[a] : K].

3. Irrg(a) est irréductible sur K.

Preuve 9 On applique le 1 er théoréme d’isomorphisme a 0, pour obtenir l’isomor-
phisme d’algébre : k[a] ~ K[X]/(Irrk(«)) donc K[a] est un corps qui contient K et
a, par définition de K(«), forcément K(a) C Kla], mais l'inclusion réciproque est
immédiate, donc K(a) = K[a] et donc deg(Irrk(a)) = [K(a) : K] = [K[e] : K]

Supposons que Irrg(a) = PQ ot P,Q € K[X]. En évaluant en o, on a PQ(a) =0
ce qui implique P ou Q annule a. Si P(a) = 0 alors P est dans l'idéal de Irrg(a) ;
Irrg(a) divise donc P, or P divise Irrg(a). Donc deg(P) = deg(Irrg(a)) ce qui

implique que Q est forcément constant. Raisonnement analogue si c’est Q(a) = 0.




Théoréme 29 Pour L/K et a € L, on a : a algébrique sur K <= [K(«a) : K] < 400

Preuve 10 « algébrique sur K implique que deg(Irrg(«)) = [K(«) : K].

Et réciproquement, si [K(a) : K] < +o0, alors la famille {a’/j € N} est liée. Ce qui
veut exactement dire qu’il existe un polynome non nul a coefficients dans K annulant

.

Proposition 30 [L: K| < +c0 = L/K algébrique.

Preuve 11 Soit a € L, alors, comme [L : K] < 400, la famille {a’ /j € N} est liée.
Ce qui veut exactement dire qu’il existe un polynome non nul d coefficients dans K

annulant o.

Remarque 31 Réciproque fausse; en considérant K = Q et L = e+ Qn 00 Q, =

Q(\/P1, /D2, ---»\/Pn) avec (pj); la suite des nombres premiers (rangés dans l'ordre crois-
sant).

2.2.2 Corps de rupture, corps de décomposition

Définition 32 Pour P € K[X] irréductible, un corps L extension de K sera dit corps
de rupture de P, si 3o € L tel que P(a) =0 et L = K(a).

Exemple 33 1. Q(3/2) est un corps de rupture de X3 —2 € Q[X].
2. K[X]/(P) est un corps de rupture de P € K[X]| avec P est irréductible.

Proposition 34 Pour P € K[X] irréductible, il existe un unique corps de rupture de

P, a K-isomorphisme prés.

Preuve 12 Soit K(a) et K(v) deux corps de rupture de P € K[X] irréductible.
$ary : K(a) —= K(v)
Pla) = P(y)

1l suffit alors de considérer ’application qui est un K-

isomorphisme.

Définition 35 Pour P € K[X], on appelle corps de décomposition tout corps exten-

ston minimale de K sur laquelle P est scindé.




Théoréme 36 Pour P € K[X], il existe un unique corps de décomposition de P, d

K-isomorphisme prés.

Preuve 13 Existence : On fait une récurrence sur deg(P) = n € N*.
INITIALISATION : Sin =1, K convient car un polynéme de degré 1 est toujours
scindé.

HEREDITE : Soit n € N*. Supposons le résultat vrai au rang n. Montrons qu’il est
vrai au rang n + 1. Soit f € K[X]| un facteur irréductible de P. On considére K(«)
un corps de rupture de f. o est une racine de f donc de P, ainsi X — « | P dans
K(a). Ainsi 3 g € K(a)[X] tel que f(X) = g(X)(X — a) avec deg(g) = n — 1. On
applique U’hypothése de récurrence da g : il existe E une extension minimale de K(«)
ot g est scindé. Montrons que IE est un corps de décomposition de P sur K. Il est
clair que P est scindé sur E. D’autre part si P est scindé sur Ex avec K C Ex C E,
alors la racine o € Ey. Donc Ex O K(av). Donc f est scindé sur Ey et alors comme
gl f, g est scindé sur Ex. Mais E étant corps de décomposition de g (sur K(a)), on

a Ex =E. Ce qui conclut l’existence.

L’unicité : Admise. Cf [GOZ] page 63 (par exemple).

Exemple 37 « Le » corps de décomposition du X3 —2 € Q[X] est Q(+/2,7V/2).

Proposition 38 P € K[X] est irréductible si et seulement si P n’a aucune racine

dans toute extension I de K de degré au plus degT(P).

Preuve 14 Supposons que P a une racine o dans L une extension de K de degré au
plus degQ(P). Alors Irrg(a)|P et 1 < deg(Irrg(a)) = [K(a) : K] SH [L:K]= degT(P) <

deg(P). Donc P n’est pas irréductible sur K.

Inversement, supposons que P ne soit pas irréductible et notons @ € K[X], un fac-

teur irréductible de P, et o une racine de @QQ qui est aussi une racine de P. Alors

[K(a) : K] = deg(Irrg(a)) < degT(P). Donc P admet une racine dans K(«) qui est une
deg(P)

extension de K de degré au plus —%—

a. car K(a) CL

Remarque 39 Ce critére est surtout utilisé dans le cadre des corps finis.

Exemple 40 Pour tout nombre premier p, X* +1 € F, est réductible sur IF,,. Et notons

qu’il est pourtant irréductible sur Z[X].




Proposition 41 Soit P € K[X] tel que deg(P) = n et L une extension de K telle
que [L K] =m. Si P est irréductible sur K et gcd(m,n) = 1 alors P est irréductible

sur L.

Preuve 15 Soit « une racine de P. ALors K(«) est un corps de rupture de P sur K.
Donc [K(a) : K] =n. On écrit maintenant, d’une part :

[L(a) : K] =L : K(o)][K(a) : K] <= [L(a) : K] = [L(a) : K(a)]n

Et de l'autre part :

[L(a) : K] = [L(a) : LJ[L : K] <= [L(«) : K] = [L() : L]m

Alors [L(a) : K(a)]n = [L(«) : Llm.

Ainsi par le lemme de Gauss n | [L(«) : L] = deg(Irr(«)).

Donc deg(Irrp(a)) > deg(P) =n

Mais P étant un polynome a coefficients dans L qui annule o, Irry(a) | P, donc
deg(Irrp(a)) < deg(P) = n.

Donc on a affaire o deux polyndémes unitaires ayant le méme degré et l'un divisant
Uautre, ils sont donc égauz d’ot P irréductible sur L, puisque P = Irrp(a) est par

définition irréductible sur L.

[L(a) : L] = deg(Irrp(«)) < deg(P)

Exemple 42 1. X7 —2 est irreductible sur Q(j).
2. X3 +4X +2 est irréductible sur Q(i).

2.2.3 Cloture algébrique

Proposition 43 Les 3 assertions suivantes sont équivalentes :

1. Les seuls polnomes de K[X] irréductibles sur K sont les polynomes de degré 1.
2. Tout polynéme de K[X] non constant a une racine dans K.

3. Tout polynome de K[X] est scindé sur K.

Dans ce cas, on dira que K est un corps algébriqguement clos.

Preuve 16 1 — 2 : P est produit de polynomes de degré 1, qui ont toujours une

racine dans K, d’ou P a une racine dans K.

2 = 3 Comme tous les polynomes non constants ont une racine dans K, tous les
facteurs irréductibles de P sont de degré 1, dit autrement P est scindé.
3 = 1, Découle du fait qu’un polynome ne peut pas, par définition méme, étre

scindé et irréductible en méme temps, sauf s’il est de degré 1.
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Proposition 44 Un corps algébriquement clos est infini.

Preuve 17 SiK = {\1,..., \q} est un corps fini alors le polynome A(X) = ;1':1(X_
Ag) +1 € K[X] et n’a aucune racine dans K. Un corps fini ne peut pas étre algébri-

quement clos.

Théoréme 45 (Théoréme de D’Alembert-Gauss) C est algébriqguement clos.

Preuve 18 Il existe de nombreuses preuves de ce théoreme. Les historiens des mathé-
matiques considérent que la premiére preuve fit donnée par Gauss en 1799 (peaufinée
par lui-méme en 1815). Ici, je présente la « plus classique » aprés un cursus de li-

cence : la prewve qui utilise le théoréme de Liouville (en analyse complexe).

Par labsurde, supposons que il existe P € C[X]|\C, qui n'admet pas de racines dans
C. On note n = deg(P) € N*. On considére la fonction de la variable complexe
fiz— %. f est entiéreﬂ. Des lors, d’aprés le théoreme de Liouville, f est constante
ou non bornée. Mais comme n > 0, lim|, | f(2) =0, f est alors bornée. Donc f est
constante, donc P constant a son tour, ce qui est ABSURDE (car P ¢ C)lﬂ

a. Ce qui veut dire que f est holomorphe sur tout C.
b. On rappelle que comme C est un corps infini on peut confondre le polynéme P et la fonction
polyndémiale associée.

Définition 46 SiLL est un corps algébriquement clos et L/K algébrique, on dira que

L est une cloture algébrique de K.

Théoréme 47 (théoréme de Steinitz) K admet une unique cloture algébrique, d

K-isomorphisme prés.

Preuve 19 Admise. Cf [GOZ|] page 63 (par exemple).

2.3 Applications
2.3.1 Algebre linéaire

u désignera un endomorphisme de FE.
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Lemme 48 (Lemme des noyauz) Si (P;)icq1,2,... r} une famille de polynomes de K[X]
premiers deux d deux. Alors, en notant P = Py P...P,, on a la somme directe suivante
ker(P(u)) = @i ker(P;(u)) .

Preuve 20 On fait une récurrence sur r > 2.

INITIALISATION : sir = 2.

Comme Py et Py sont premiers entre eux, on a par le théoreme de Bézout : P1(QQ1 +
PyQ2 =1 ot Q1,Q2 € K[X].

On a alors en évaluant ces polynomes en u, puis les endomorphismes obtenus en
z € E, Pi(u)(Q1(u)(x)) + Po(u)(Q2(u)(z)) = x Si x € ker(P(u)), alors z = y + z,
avec y = Py(u)(Qu(w)(2)) € ker(Py(u)) et 2 = Py(u)(Qa(u)(x)) € ker(Py(u)).

Donc ker(P(u)) = ker(Py(u)) + ker(P(u)). Il ne manque plus qu’da prowver que l’in-
tersection est vide. Si x € ker(Pi(u)) Nker(Py(u)), alors avec la relation de Bézout,
écrite plus haut, on obtient x = 0.

Finalement, on a bien : ker(P(u)) = ker(P;(u)) @ ker(P(u)) et linitialisation est

vérifiée.

HEREDITE : Soit r > 2 tel que la propriété soit vérifiée, et montrons qu’elle alors
vérifiée au rang v + 1. Comme (P;)ic(1,2,. r+1} une famille de polynomes de K[X]
premiers deux a deuz, alors Py et PoPs...Pr.y1 sont deux polynomes premiers entre
euz. En effet, soit Q € K[X] un facteur irréductible commun d ces deux polynomes.
Alors Q | PoPs...Poy1, par irréductibilité de Q,3i € {2,3...;r + 1} tel que Q | P; mais
aussi Q | Py et ged(Py, P;) = 1, forcément Q = cste, donc Py et PoPs...P,11 sont deux
polyndomes premiers entre eux. On applique Uinitialisation a ces deuz polynomes, puis
on applique Uhypothése de récurrence da la famille de r polyndomes (Pi)ie{27._.7r+1}, ce
qui fournit : ker(P(u)) = @i} ker(P;(u)), ce qui est exactement la propriété au rang
r+1, d’ou Uhérédité.

On conclut en évoquant le principe de récurrence.

Définition 49 u sera dit semi simple si tout sous espace de E, stable par u admet

un supplémentaire stable par u.

Théoréme 50 (ler DVLP) u est semi simple si et seulement si dans la décompo-

sition de m, (le polynéme minimal de u) en irréductibles est sans carrée.

Exemple 51 Par exemple, les rotations du plan R? sont des endomorphismes semi simples.
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Corollaire 52 u est semi simple sur K <= 3 L une extension de K telle que u est

diagonalisable sur L.

Preuve 21 Découle du fait que le pged et le polynéme minimal sont invariants par ex-
tensions de corps et donc que la semi simplicité est elle ausst invariante par extension de
corps[ﬂ. En effet,

= alors u est semi simple dans I une cloture algébrique de K. I étant algébriquement

clos, la semi simplicité équivaut a la diagonalisabilité.

<= La diagonalisabilité implique toujours la semi simplicité, donc u est semi simple sur

L, donc semi simple sur K.

Proposition 53 (Décomposition de Dunford généralisée) Pourk un corps par-
fait, on a une généralisation de Dunford : il existe deuxr uniques endomorphismes n
et s tels que :

1. u=n+s

2. n nilpotent et s semi simple

3. n et s commutent

2.3.2 Polynémes cyclotomiques

Définition 54 On note 1) = {w*/gcd(k,n) = 1} C U, ot w = > . Et on appelle

les éléments de cet ensemble les racines primitives n — eéme de ['unité.

Définition 55 On appelle n—eme polynome cyclotomique, le polynome ¢ = Hzew (X
25

z) olw=en .

Lemme 56 Soit P,A,B € Q[X] avec P et A unitaires. Si P = AB € Z[X], alors
A, B e Z]X].

Preuve 22 Ja,b € N* tels que aA,bB € Z[X]. Et donc abP = aAbB Comme

P est unitaire et le contenu multiplicatif, on récupére que ab = c(aA)c(bB), Ainsi

_ aAbB
P c(aA)e(

ﬁcients dommants le coefficient dominant du polyndome C(Téx) est égal a +1. Et comme

ﬂ Comme P est unitaire, et c(aA) (bB) € Z[X], en comparant les coef-

C( ) = AXx c(aA) A étant unitaire, toujours en comparant les coefficients dominants,

forcementc(aA) +1. Ainsi c(iﬁl) X (£1) = A et donc A € Z[X]. On raisonne de

1. C’est aussi en ce sens que la semi simplicité est une généralisation « agréable » de la diagonalisabilité.
La diagonalisabilité n’est pas invariante par extension de corps.
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maniere similaire pour B.

a. On a écrit P comme produit de deux polyndémes de Z[X] primitifs.

Proposition 57
1. Vn € N*, X" — 1 = []gn Pa-
2. Vn € N*, ¢, € Z[X].

Preuve 23 On raisonne par récurrence forte sur n € N*.
¢1 =X —1€Z[X], donc linitialisation est vérifiée.

Soit n > 2 et on suppose le résultat vrai auzx rangs k € {0,1,...,n — 1}. Montrons le

résultat au rang n.

X"=1=Ilgn ¢d = nllan, azn Pa- Donc d’aprés Uhypothése de récurrence [1gyy,, gtn ¢d
Z[X] C Q[X] et unitaire. On fait « une » division euclidienne de X" — 1 € Z[X]
par [y, dgn @a unitaire. 3R, Q € Z[X] tels que X" — 1 = Q[lgn, azn ®a + R avec
deg(R) < deg([lgjn, dstn ®a)- En faisant la différence, on obtient R = (¢, — Q) X
(ILgjn, dsn @a)- Donc forcément ¢, — Q = 0. D’ou ¢, € Z[X].

On conclut par principe de récurrence que : Vn € N* ¢, € Z[X].

Théoréme 58 (2 eme DVLP) 1. Les polynomes cyclotomiques sont irréduc-
tibles sur Q.
2. Petit théoréme de Dirichlet Il existe une infinité de nombres premiers

congrus d 1 modulo m € N*.

Corollaire 59 Un groupe abélien fini G est isomorphe au quotient d’un groupe de
(Z/NZ)* pour un certain N.

Preuve 24 Par le théoréme de structure des groupes finis, G ~ [[._1(Z/myZ). Pour
chaque k € {1,2...,r}, prenez un nombre premier py congrus a 1 modulo my tels
que p1 < p2 < ... < pp. On pose N = [[;_; px. Par le théoréme chinois, (Z/NZ)* ~
[Ii—1(Z/pxZ)* ~ 11 Z/(pr—1)Z. Ensuite chaque my, | px—1, il existe une surjection
(qui est un morphisme aussi) canonique de Z/(px — 1)Z dans Z/myZ et donc ensuite

de G dans (Z/NZ)*. Donc par le premier théoréme d’isomorphisme, G est un quotient
de (Z/NZ)*.

m
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Corollaire 60 Si G est un groupe abélien fini, alors il existe K/Q une extension
galoisienne finie de Q tel que Gal(K/Q) ~ G.

Preuve 25 Considérons le N donné par la preuve précédente. L’extension Q(w)/Q
olw=eN est galoisienne de groupe (Z/NZ)*. Ainsi G est quotient de Gal(Q(w)/Q).
Ainsi il existe H un sous groupe distingué de Gal(Q(w)/Q). D’aprés la correspondance
de Galots, il existe un corps intermédiaire L de Q(w)/Q, tel que Gal(Q(w)/L) = H.
Comme Gal(Q(w) /L), est distingué , L/Q est galoisienne et Gal(Q(w)/Q)/Gal(Q(w)/L
Gal(L/Q). Ce qui conclut.

3 Motivation du plan

Le plan présenté est assez classique. Découpé en trois parties, il s’attarde d’abord sur
I'introduction de la notion d’irréductibilité, en présentant des premiers critéres. Les po-
lynémes irréductibles, donnant naissance a des idéaux maximaux dans les anneaux de
polynomes, la notion d’extension de corps apparait naturellement et plus encore quand on
se met a chercher leurs racines. La partie 2 propose alors d’explorer ce sujet, en récupérant
au passage quelques criteres. Enfin dans une derniere partie, on présente des applications.
En premier lieu en algebre linéaire avec les endomorphismes semi simples que 1’on peut
dire reconnaissables via la décomposition en irréductibles de leur polynéme minimal. Et
enfin, la cyclotomie est un bon exemple d’illustration qui permet d’utiliser et de pratiquer
la notion irréductibilité, tout en montrant un résultat sur une famille de polyndémes connus
et usuels. On aurait pu rajouter une derniére sous partie qui s’attarde sur la construction
des corps finis via les polynémes irréductibles et présenter le troisieme développement que

j’ai rédigé.
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4 Développements

4.1 1ler développement : Caractérisation des endomorphismes semi simples

Théoréme 61 (ler DVLP) u est semi simple si et seulement si dans la décompo-

sition de m, (le polynéme minimal de u) en irréductibles est sans carrée.

Preuve 26 On suppose u semi simple.
Par labsurde sur supposons que m, = PQ?* ou Q € K[X]\K et P € K[X]. On
considére le sous espace vectoriel F = ker(Q(u)). F est stable par u, comme u est

semi simple, il existe un supplémentaire G lui aussi stable par u.

Par définition de F, PQ(u)(F) C {0}. (§) Comme G est stable par u, G est aussi
stable par PQ(u), donc PQ(u)(G) C G. Comme 7, annule u, PQ(u)(E) C F, en
particulier PQ(u)(G) C F . Donc PQ(u)(G) C FNG = {0} car F G (66) Comme
E=F+G, avec (§) et (65), on a PQ(u)(E) C {0} Donc le polynome PQ annule u
et est de degré strictement inférieur d m,,... ABSURDE. Donc Q € K, et donc m, n'a

pas de facteur carré dans sa décomposition en irréductibles.

On traite d’abord le cas ou m, est un polynéme irréductible. On suppose m, € K[X]
irréductible et montrons que u est semi simple. Soit F' un sous espace u-stable. Si
F = E, c’est clair : G = {0} convient. Sinon F # E et 3z, € E\F. I, =
{P € K[X]/P(u)(xz1) = 0} est un idéal de K[X] qui est un anneau principal donc
il existe un unique polynome unitaire tel que I, = (IL,,)[] 1L, € I, = (Il,) donc
Toru | Tu, €t par drréductibilité de my,, T, = Tz 4. €t donc my, o est irréductible.
E,, = {P(u)(z1)/P € K[X]} (le sous espace cyclique de u associé a x1). Mon-
trons que E;, N F = {0}. Siy € E;, N F et non nul. y € E,;IP € K[X] tel que
y = P(u)(z1) # 0. Ainsi P ¢ (g, u) ce qui veut dire que 7y, o, 1 P, et comme 7y, 4
est irréductible, P et m., ., sont premiers entre eux. Avec le théoréme de Bézout, on
obtient dés lors que U,V € K[X] tels que Uy, o, +V P = 1. En évaluant cette égalité
de polynomes par l’endomorphisme u, puis en évaluant les endomorphismes obtenus
en x1, on a que 1 = (VP)(u)(x1) = V(u)(y) € F car y € F qui u-stable. Mais par
définition x1 ¢ F... ABSURDE. Donc E;; N F = {0}, on peut écrire E;, @ F .
Maintenant ou bien & = E,, @ F' et c’est terminé. Sinon on refait le procédé que l’on
vient de faire mais cette fois ci avec le sous espace E,, @ F. En itérant ainsi le procédé
on obtient k € N*, des vecteurs x1, 2, ..., xj tels que B = Eg, @Exz @ @Exk PF

le sous espace u-stable cherché
Le processus est bien fini car dim(E,,) > 1EI donc comme E est de dimension finie,

%

le processus s’arréte au bout d’un nombre fini d’étapes.

Maintenant on traite le cas général, supposons que m, = P P,...P. décomposition en

trréductible de m, sans facteurs carrés. Soit F' un sous espace u-stable. En appliquant
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le lemme des noyaur d u, on récupére E = @;_; F; ou F; = ker(Pi(u)). my, = B
car P; annule u; et P; irréductible. m,, est alors irréductible , par ce qui a été fait
précédemment on obtient u; est semi-simple, donc en considérant F; N F' qui est stable
par u;, on a G; u;-stable tel que F; = (F; N F) @ G;
up est annulé par m, , en réappliquant le lemme des noyaux mais cette fois ci avec
up,, on récupére que F' = @;_; ker(P;(up)) = @;_; FiN F.

T

B @i Fi = O (RN @G - DENF) & (@6
=0

=1

——
=F sous espace u-stable

On conclut quant a ’équivalence souhaitée.

a. On appelle ce polynéme polynéme local de u en z;
b. Puisque (F5, contient z; # 0)

Motivation du développement :

Ce théoréme est intéressant pour deux principales raisons. La premiere c’est qu’il illustre la
puissance de pouvoir décomposer des polynoémes en produit d’irréductibles. Et la seconde
c’est qu’il permet de voir que la question d’irréductibilité n’est pas un « monde d’entre soi »
et qu'elle se manifeste dans d’autres domaines des maths (résonnant au titre application

de la legon).

4.2 2eme développement : Irréductibilité des polynémes cyclotomiques
et théoreme faible de Dirichlet

Théoréme 62 (2 eme DVLP) 1. Les polynéomes cyclotomiques sont irréduc-
tibles sur Q.
2. Petit théoréme de Dirichlet Il existe une infinité de nombres premiers

congrus a 1 modulo m > 1.

Preuve 27 Soit w € 7}, et on note f = Irrg(w) € Q[X]| =. On va montrer f =
On(X) ce qui prowvera lirréductibilité recherchée. Comme X™ —1 annule w, f | X™ —
1 € Z[X] donc X™ —1 = h(X)f(X) et f est polynome unitaire. Par le lemme 56,
h, f € Z|X].

Montrons maintenant le fait suivant : Siu est une racine de f, alors pour tout nombre

premier p ne divisant pas n, uP est aussi racine de f.

Soitu une racine de f et p un tel nombre. u est une racine néeme de l'unité car
[ X™ =1, donc uP est aussi racine n-éme de l'unité. Donc f(uP)h(uP) = 0. Si, par
Uabsurde, f(uP) # 0, alors h(uP) = 0, donc u est une racine du polynome h(XP).
Et, comme f est irréductible sur Q et annule u, on récupére que f = Irrg(u) ,
donc f | h(XP) dit autrement 3g € Q[X], tel que h(XP) = g(X)f(X). Et encore
d’aprés le lemme n°56 , g(X) € Z[X]. En réduisant ’égalité modulo p, on en dé-
duit que h(XP) = W(X)" = f(X) g(X). Soit 0 F,[X] un facteur irréductible de
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F(X). Alors 0 | W(X)" (dans F,[X]). Or 6 étant irréductible sur Fp, 0 | h(X). Et
puis comme X" —1 = f(X) h(X), 0? | X" — 1. Mais X" — 1 n’a pas de racine
multiple puisque(X™ — 1) =nX""1 #£0 (car pfn) et ged((X" — 1), (X" - 1)) = 1.

Ce qui constitue alors une contradiction (0 a des racines multiples). Donc f(uP) = 0.

Comme w est racine de f, et comme toute racine primitive n-éme de l'unité, c’est-
d-dire les w* avec k premier avec n, peut s’obtenir en élevant w & des puissances de
p qui ne divisent pas n , ce que l’on vient de montrer c’est que {racines de f} O 7}
et ainsi p(n) < deg(f). Mais f | ¢n (car ¢ annule w), d’ot deg(f) < p(n), donc
deg(f) = ¢(n) = deg(¢n). Deux polynémes unitaires , de méme degré, dont 'un divise

(ey=1(X — w¥) et

B 7 . z J— J—
Uautre sont nécessairement égauz, donc on conclut f = ¢n = [geaghn)=

¢n irréductible sur Q et aussi sur Z car ¢, unitaire.

On va montrer que pour tout mombre k > m, il existe un nombre premier p > k
congrus a 1 modulo m. Soit k > m alors ¢m(k!) > 2 car |¢pn (k)| = Tlgca(jny=1 k! —
W] >Tgeagjmy=1 15 = [0 || > Tgeagmy=1 1€ = 1| > Tgea(jmy=1 (k! = 1) > 1. On
prend p un facteur premier quelconque de ¢ (k') Sip < k alorsp | ¢pm(k!) — ¢m(0),
donc p | +1 ABSURDEE Doncp >k > m, dou p et m premiers entre eur. On doit
maintenant provver que p = 1m| <= m | p — 1. Il suffit donc de trouver un élément
x € I d’ordre m. On pose x = k!. On a dm(r) =0, comme ¢p(X) | X™ — 1, on
a bien z™ =1 (dans F,). En notant ¢ lordre de z, on a alors c | m et suppose, par
Uabsurde que ¢ < m. ALors puisque x¢ —1 = 0 on a que Hd|6%(;v) = 0. Donc 1l
existe d | ¢ tel que ¢pq(x) = 0. (d < ¢ < m). Donc ¢q ¢m | X™ —1. Donc X™ —1 a
une double racine, mais par le méme argument que précédemment, comme p{m, ceci

constitue une contradiction.

Finalement on a bien obtenu ce que l'on voulait il existe une infinité de nombres

premiers congrus ¢ 1 modulo m € N*.

a. En effet ¢,,(0) = £1 car c’est un entier relatif de module 1 car produit des racines de ¢y, .

Motivation du développement :

Il s’agit d’un résultat remarquable sur une famille de polynémes connuss et classiques. Il
met bien en évidence le bon comportement des éléments irréductibles en termes de division
quand ils divisent un produit. Le bémol : on pourrait reprocher que le théoréme faible de
Dirichlet soit un peu hors sujet. Mais si cette peur apparait, remplacez le théoréme faible

de Dirichlet par le calcul du degré d’une extension cyclotomique.
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4.3 3eme développement : Compter les polyndmes irréductibles uni-
taires de degré n € N* sur F,

Soit p un nombre premier et r € N*, et on pose ¢ = p”. On introduit la quantité égale a
M(n,q) = {P € Fy[X]/deg(P) = n, P irréductible et unitaires }. Et on note

(n) (=1)" sin est produit r nombres premiers distincts
n)—=
: 0 sinon.

En plus de I(n,q) = |M(n,q)|.

On va montrer

Proposition 63 X" - X = Hd|n HPGM(d,q) P

Preuve 28 Soit P € M(d,q) avec d | n. On note V =TF,[X]/(P) un corps de rupture
de P sur F,, Comme V est de cardinal ¢, VeV, 29 = . Ord | n donc 3k € N tel
g% x q% x ... x ¢°

n kd )
que n = kd et alors 29 =29 ==z x fois

I
aq
aq
= x4 = .

En appliquant cette formule pour x := X mod (P), on a que le polynome XP" — X
annule x dont le polynome minimal sur Fy est P. D’ot P | XP" — X et par un lemme

de Gauss on récupere que (I1ap Ilperr(aq P) | X" - X
De plus
Soit P € F[X] un facteur irréductible de degré d € N* de X7 — X € F[X]. Comme

P € Fyn estle corps de décomposition sur Fy de X" - X, X9 — X est scindé sur Fgn,
donc P est également scindé sur Fyn. En notant V =F,[X]/(P) un corps de rupture

sur Fq de P, on a d’aprés la formule de la base télescopique :

Fon :Fgl = [Fegn : V] [V:F,] . Doncd | n. Il suffit donc maintenant de justifier que
q q q q
N—_——

=deg(P)=d
X9 — X n’a pas de racine double. Et en effet (X9 — X) = ¢" X9 1 —1=—-1#0

et gcd(X9" — X, 1) =1, donc X9" — X n’a pas de racine double.

Bilan on a bien que X9" — X = Hd|n HPeM(d,q) P

Pour en déduire le corollaire suivant :

Théoréme 64 I(n,q) = %deu(%)qd
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Preuve 29 En comparant les degrés on établit que ¢ = de ql(d,q) puis en utilisant

la formule d’inversion de Mobius on récupére pile ce que l’on souhaitait : I(n,q) =
1 d
n Zd|n M(%)q .

Pour cela on aura besoin d’un lemme.

Lemme 65 (Formule d’inversion) On pose G(n) = >4, g(d) avec g : N — C.
Alors g(n) = X G(d)u(®).

Preuve 30 Déja, remarquons que pour n > 2, on Zd‘n wu(d) = 0. En effet, en dé-
composant n en produits de nombres premiers, n = [[;_, p;", les diviseurs de n qui

,ne s’annulent pas en la fonction p sont les d = [[i_op" ot ¢ = 0 ou 1. Donc

Sapn 1(d) = i () (-1 = (1-1)* = 0.

De plus, pour d | n, on a d' | § <= dd" | n. Ainsi 3 g4, G(7)p(d)
= L ) Xz 9(d') = Laarjn 9(d)p(d) = Lo g2 9(d)p(d) = g(n).

Motivation du développement :

Ce développement est tres joli et utile. Utile car il parle de polynémes irréductibles sur
les corps finis, ce qui permet de construire les corps finis. En comptant les polyndémes
irréductibles, on peut alors construire de maniere explicites des corps de types Fy» comme
extension de Fy. De plus, il met en évidence, la notion de corps de rupture (illustrant a ce
propos la lecon). Et la beauté est normalement subjective mais la quand méme c’est assez

unanime je pense.
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5 Complément : autour du théoréme de Selmer 1956

Enfin, je rédige une derniere partie sur un probleme portant sur ’étude d’irréductibilité
d’une famille de polynémes, un peu plus connu sous le nom de théoréeme de Selmon dont

la présentation suit celle du papier de Keith Conrad (voir sources).

Théoréme 66 (Selmer, 1956) Pourn > 1, le polynome X™ —X —1 est irréductible
sur Q

Aucun des tests classiques (tels que le critére d’Eisenstein ou l'irréductibilité passant mo-
dulo p) ne fonctionnent pour prouver l'irréductibilité de ce polynome.

Cependant pour certaines valeurs particulieres de n, certains de ces tests peuvent étre
appliqués.

Par exemple, pour n = p, un nombre premier, alors X? — X —1 est irréductible dans F,[X]
donc sur Z puis sur Q.

Soit f(X) = an X" +an_1 X" 1 +..+a1X +ap € K[X], avec K un corps de caractéristique
0.

Définition 67 On appelle le polynéme réciproque de f, f*(X) = Xdeg(f)f(%) €
K[X].

Remarque 68 Ce polynome s’appelle polyndéme réciproque car ses racines sont les in-
verses de celle de f, plus précisément, si f(0) = ap # 0, f(X) = an(X —r1)(X —r2)...(X —
) et f(X) = FO)X = i) (X = 15)ee(X = 50)-

Les propriétés sont les suivantes :

Proposition 69 1. Si f(0) # 0 alors deg(f) = deg(f*) et f** = f
2. f=gh = f*=g*h* (prop de multiplicativité)
3. 81 f(X) = Ezzoaka de degré m, alors le coefficient devant X™ de ff* est

a%—l—a%—i—...—ka%

On présente une preuve du théoréme de Selmer en trois étapes :

Etape 1 : Vn > 2,P(X) = X" - X — 1 et son polynéme réciproque P(X)* =

—X™— X711 1 n’ont aucune racine en commun.

En effet supposons par I’absurde que ces deux polynémes partagent une racine en commun
disons a # 0. Alors a” =a+let a” = —a" '+ 1let a® = —a" ! +1 donc —a" ! =
a < o" = —a? En remplacant dans la premiére équation on obtient a? 4+ a +1 = 0. Ce
qui implique que a® = 1, ainsi a” € {1, a, a?}. Avec la premiére équation, on deduit qu’on
a forcément o = a2, alors avec les deux premieres équations, on récupere a+1 = —a+ 1

, ce qui est absurde. On conclut que ces deux polynémes n’ont aucune racine en commun.
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Etape 2 : Pour f(X) € Z[X] tel que f(0) # 0 et que f et f* n’ont aucune
racine en commun. Si f(X) = g(X)h(X) avec g et h a coefficients dans Z,

non constants, alors 3k(X) € Z[X] tel que deg(k) = deg(f) et ff* = kk* ou
k¢ {£f, £/}

Comme f(0) # 0, on a que g(0) # 0 et h(0) # 0, alors deg(h) = deg(h*) et deg(g) =
deg(g*); on pose k = gh*.

Si k= +f, alors gh* = £gh et ensuite h = +h*, mais alors toutes les racines de h, qui
sont les mémes que celles de h*, seraient des racines communes a f = gh et f* = g*h*. Or

f et f* n’ont pas de racines en commun... ABSURDE. Raisonnement similaire si k = £ f*.

Etape 3 [preuve de l'irréductibilité de X" — X — 1 sur Q]

Le cas n = 2 est facile. (car il n’y a pas de racine dans Q, et le polynome est de degré 2.)

On suppose n > 2.

Par ’absurde supposons que f = gh ou g et h ne sont pas inversibles dans Z[X]. No-
tons f(X) = X" — X — 1. En vertu de 'étape 1 et 2, Ik € Z[X] tel que deg(k) = n
, kk* = ff* et {£f,£f*}. On écrit k(X) = b, X™ + bp12™ 1 + ... + b1 X + by alors
E(X)* = boX™ + b1 X" ! + ... + b,. De plus kk*(0) = ff*(0) = -1 x 1 = —1 = byby,
ainsi b, = £+1 et by = —b,,. quitte a remplacer k par —k, on peut supposer sans perte de

généralité que b, =1 et bg = —1.

Or comme ff* = kk*, En comparant le coefficient devant X" :

P24+ (=122 + (=12 =0 +b3+...+b2 , et comme B3 =b2 =1, ona b} +..+b2_ | =1
et les b; € Z . La seule possibilité c’est qu’il existe un unique i € {1,2,....n — 1} tel que
bi=4letVje{1,2,..,n—1}—{i},b; =0; = k(X)=X"+bX"—1.

Intéressons nous aux termes de degré supérieur (strictement) a n :

fr=X"—X-1)(-X"-X+1)= X - X271 L X 4 | kk* = (X" 4 ;X' —
D(X" +b5,X +1) = —X2" 4 5, X270 — p X" 4 ..

donc —X?" 4 b X2 — b X" 4 = - X2 — Xl 4 Xty

Le terme a droite a 3 termes de degrés plus grand (strictement) que n, en effet comme on
an>2ona?2n>2n—1>n+ 1. Le terme a gauche doit alors lui aussi avoir 3 termes

plus grand que n; pour cela on doit nécessairement avoir 2n — i # n + i.

Alors
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l.oubien2n—i>n+ietdonc2n—i=2n—-1 = i=1b=—-1 = k(X)=
Xt—X—1={
2.oublen2n—i <n+ietdonc2n—1=n+i = i=n—-1 = kX) =
Jl'n—i-dfn_l—l:—f*
Ce qui dans les deux cas constitue une contradiction puisque k ¢ {£f, £f*}.

On conclut comme souhaité a l'irréductibilité du polynéme X™ — X — 1 sur Z puis sur Q.

L’argument que I'on vient de donner peut presque étre appliqué pour les polynémes P, ,, =

X™ 4+ X™ + 1. Plus précisément ce que 'on vient de faire se généralise en le théoreme

suivant :
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6 Questions (possibles) de jury

1. Démontrer quelques propositions et/ou détailler des exemples, applications du

plan.

1
T racines g°

2. Le polynéme X™ — X + 1 est il scindé a racines simples ? Calculer >

3. (orientée algebre linéaire) Démontrer que : Seuls E et {0} sont des sous-espaces
u-stables <= x,, € K[X] est irréductible sur K.

4. Les éléments de la décomposition de Dunford d’une matrice réelle (vu comme
une matrice complexe) sont réels. Reélle ou pas comme affirmation? Et si la
matrice est rationnelle 7 C’est rationnel de penser que ¢a reste rationnel ?

5. Comparaison corps de rupture et corps de décomposition d’un polynéme irré-
ductible sur IF,.

6. Argument direct pour I'existence d’un polynome irréductible de degré m > 1

sur [F,.

Preuve 31 1. Voir les preuves plus haut.

2. On se place en caractéristique 0. Déja avec la proposition n°7 , on peut dire que

X" — X —1 na pas de racines dans Q. Il n’est pas scindé sur Q. Ce polyndome est
a racines simples car il est premier avec son polynéme dérivé qui est non nul. En
effet supposons que P et P’ ont une racine en commun. Alors o™ —a+1 =0 et
na" ! —1 =0 <= na" = a. Donc en multipliant la premiére équation par n et en
remplagant na™ par o ; on obtient (1 —n)a +n =0, donc a = 7 € Q... Absurde
P n’a pas de racine dans Q.
Concernant le calcul de la somme, un ceil avisé aura vu qu’il est pertinent de faire
appel auz relations coefficients-racines, mais la question reste de savoir comment
récupérer l'inverse des racines. Astuce du jour : considérer le polyndome réciproque
dont les racines sont exactement les % quand x parcourt les racines de P. Ainsi la
somme est égale au coefficient devant le X"~ (au signe prés) de P* = X"—X""141
qui est —1 . En clair, ), mcmesé =1.

3. On suppose E n’est pas l’espace nul (sinon il n’a rien a montré).

Supposons que x,, soit irréductible. Soit F' un sous espace u-stable non réduit {0}.
Alors, on considére up endomorphisme de F induit par w. Par le théoréme de
Cayley-Hamilton,x,, annule w donc annule up. Ainsi Ty, | Xu, par irréductibilité
de Xu, Tup = Xu sdonc n > dim(F) :Eldim(XuF) > deg(my,) = deg(xu) = n. En
clair dim(F) = n donc F = E.

Réciproqguement supposons que seuls E et {0} sont des sous-espaces u-stables. Si

Xu = PQ (8). avec P et Q non constants et premiers entre eux. Si F, G = {0}, alors

2. car P(0) # 0.
3. Le polynéme caractéristique d’un endomorphisme est toujours égal a la dimension de ’espace quand
celui ci n’est pas 'espace nul et on a bien dit F' # {0}
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le lemme des noyauz donne E = F @ G = {0}, impossible. Sans perte de généralité
F # {0} donc F = E et il existe v € F = E\{0}. En notant d = deg(P) ¢ {0,n},
comme F u-stable, et z € F on a que Vi € {0,1,...,d — 1},u’(x) € F et, l’espace
engendrée par cette famille, A = vect(u'(z)/i € {0,1,...,d — 1}) est au au plus de
dimension d et au moins de dimension 1 car x non nul. Mais A est u-stable car
ul(x) € A puisque P(u) = 0. Donc par hypothése de départ A = {0} ou E, mais
cela contredit sa dimension ! x, est irréductible

. Pour la cas rationnel (A € M,(Q)), ¢a reste vrai mais c¢’est un peu plus délicat. Je

pense qu’il y a deux fagons de voir les choses.

La premiere fagon est de se demander, en pratique, ¢’est-a-dire concrétement dans
la vraie vie, comment fait-on pour obtenir la décomposition de Dunford d’une ma-
trice ¢ Dans les cas simples ot la matrice est diagonalisables ou nilpotente, c’est
immédiat la matrice +0 constitue sa décomposition de Dunford. Sinon c’est pas
immédiat.

1l existe en fait une méthode constructive pour récupérer la décomposition de Dun-
ford d’une matrice : méthode de Newton en algébre. Ainsi on voit alors que les
éléments de la décomposition de Dunford de A vont rester a coefficients dans Q par

construction.

Le deuxiéme point de vue, est un point de vue complétement opposé a cette des-
cente sur la terre ferme, au contraire elle va encore plus dans l’abstraction en allant
chercher la théorie de Galois! En effet on note xa € Q[X] le polynome caractéris-
tique de A et L son corps de décomposition. x4 € Q[X] est scindé sur L, A admet
donc une décomposition de Dunford sur L, disons A = N + D ou N € M,(L) et
D e M,(L).

L/Q est galoisienne (finie) puisqu’elle est normale (c’est un corps de décomposition)

et aussi séparable car Q est un corps parfait (il est de caractéristique 0).
Done LGUL/Q) — Q.
Donc on veut prouwver D, N € M, (L¢* /@) = M, (Q).

Pour o € Gal(L/Q). On note A° = (o(a; j))i ;. Alors D4+N = A = A% = D+ N°?.
Par unicité, de la décomposition de Dunford sur L, D° = D et N° = N. Ce qui

veut dire que l’on obtient ce que nous voulions.

. Soit P € Fy[X] irréductible et on note d = deg(P). Montrons que son corps de

rupture est son corps de décomposition.

Soit Fy(a) son corps de rupture. Alors on remarque que (h*(a))o<k<a—1 oU h est

Uapplication i Fyla) = Fyla)
x =

sont des racines de P tous dans le corps de rupture de P. Si elles sont toutes

différentes alors le corps de rupture contient toutes les racines de P, ce qui montre
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que c’est le corps de décomposition.

Supposons 30 < j < i < d— 1 tel que h'(a) = h'(a), alors ad' = a , donc en
composant par h%t, on a (avec Fermat notamment) : a = a?™™" . Donc P qui est

d+j—i

le polynéme minimal de a, divise X1 — X. Or par le développement 3, P étant
irréductible sur Fy, on a qued|d+j—i=d— (i—j) <d... ABSURDE donc les
racines sont toutes distinctes, ce qui conclut.

6. Oui ceci découle du théoréme de l’élément primitif pour les corps ﬁm’slﬂ. En ef-
fet, plus précisément, pour tout m € N*, en prenant un élément b générateur du
groupe cyclique Fym, on a que Fy(b) = Fgm. Le polynome minimal de b est alors un

polynome irréductible sur Iy de degré m.

4. Ce théoréme reste vrai pour les corps infinis tant que ’extension de corps est séparable et finie.
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